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Preliminaria Motywacje Wyniki

Definicja

Definicja (Aronszajn—Panitchpakdi, 1956)

Przestrzeh metryczng nazywamy hiperwypukfa, gdy kazda rodzina

kul domknietych {B(x;, r;)}ic; spetniajaca warunek
dxi,xj)<ri+r dlaijel

ma niepusty przekrdj.

Uwaga

Dla przestrzeni unormowanych, hiperwypukto$¢ oznacza, ze kazda
rodzina kul domknietych przecinajacych sie parami ma niepusty
przekro;.
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Przyktady

Przyktad

Nastepujace przestrzenie metryczne s3 hiperwypukte:
o R;
@ R"” z norma , maksimum";
@ /> oraz L*°(R);

o (r(K), gdzie K jest zwarta i ekstremalnie niespdjna
przestrzenia topologiczng Hausdorffa;

o R? z metryka ,rzeka” lub z metryka ,metra paryskiego” .

Wyniki
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Twierdzenie

Jesli C jest podzbiorem Czebyszewa rzeczywistej przestrzeni

unormowanej X, zas dc¢ jest hiperwypukta metryka na C, to
funkcja d okreslona wzorami:

Ix = yll,
gdy Pc(x) = Pc(y)
d(x,y) = oraz punkty x, Pc(x),y sa wspétliniowe;

Ix = Pc(x)[| + dc (Pc(x), Pc(y)) + 1IPc(y) — vl
w przeciwnym przypadku,

Jjest hiperwypukta metryka na X.
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Dlaczego przestrzenie metryczne hiperwypukte s3 interesujace?
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Motywacje

Dlaczego przestrzenie metryczne hiperwypukte s3 interesujace?

Z punktu widzenia analizy matematycznej:

przestrzenie hiperwypukte s3 metrycznym odpowiednikiem
przestrzeni Hahna—Banacha. Innymi stowy, dowolne odwzorowanie
Lipschitza z podzbioru przestrzeni metrycznej X do przestrzeni
hiperwypuktej H mozna rozszerzy¢ na cata przestrzen X

z zachowaniem statej Lipschitza.
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Motywacje

Dlaczego przestrzenie metryczne hiperwypukte s3 interesujace?

Z punktu widzenia topologii:

przestrzenie hiperwypukte s3 nierozszerzajagcymi retraktami
absolutnymi. Innymi stowy, jesli H jest hiperwypukta
podprzestrzeniag przestrzeni metrycznej X, to istnieje
nierozszerzajaca retrakcja R: X — H.
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Motywacje

Dlaczego przestrzenie metryczne hiperwypukte s3 interesujace?

Z punktu widzenia teorii punktu statego:

wiele klasycznych twierdzen o punktach statych

(twierdzenia typu Browdera—Goehde'a—Kirka, Schaudera, Darbo,
Krasnosielskiego,. .. ) ma swoje hiperwypukte odpowiedniki—
zaréwno jedno-, jak i wielowarto$ciowe.
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Motywacje

Dlaczego przestrzenie metryczne hiperwypukte s3 interesujace?

Z punktu widzenia teorii punktu statego:

wiele klasycznych twierdzen o punktach statych

(twierdzenia typu Browdera—Goehde'a—Kirka, Schaudera, Darbo,
Krasnosielskiego,. .. ) ma swoje hiperwypukte odpowiedniki—
zaréwno jedno-, jak i wielowarto$ciowe.

Twierdzenie (Baillon, 1988)

Niech F: H — H bedzie nierozszerzajacym odwzorowaniem
ograniczonej przestrzeni hiperwypuktej w siebie. Wéwczas
F ma punkt staty; ponadto, zbiér punktéw statych
odwzorowania F jest hiperwypukty.



Czym rézni sie hiperwypuktosé od wypuktosci?
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Hiperwypuktos¢ a wypuktosé

Czym rézni sie hiperwypuktosé od wypuktosci?
@ zbiory wypukte nie musza by¢ hiperwypukte
@ i na odwrbt.

Mimo to, wiele wtasnosci zbioréw wypuktych przenosi sie na
przestrzenie hiperwypukte, cho¢ dowody wymagaja czesto
innych, subtelniejszych technik.

Wyniki
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Hiperwypuktos¢ a wypuktosé

Czym rézni sie hiperwypuktosé od wypuktosci?
@ zbiory wypukte nie musza by¢ hiperwypukte

@ i na odwrbt.
Mimo to, wiele wtasnosci zbioréw wypuktych przenosi sie na
przestrzenie hiperwypukte, cho¢ dowody wymagaja czesto
innych, subtelniejszych technik.
@ Przekrdj rodziny zbioréw hiperwypuktych
nie musi by¢ hiperwypukty;
@ przekrdj tancucha przestrzeni hiperwypuktych ograniczonych
jest za to niepusty i hiperwypukty;
@ zatem ,powtoka hiperwypukta” istnieje, cho¢ jest
jednoznaczna tylko z doktadnoscia do izometrii.
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Dotychczas uzyskane wyniki

Twierdzenie (typu Krasnosielskiego)

Zatézmy, ze H jest niepustym, hiperwypuktym i stabo zwartym
podzbiorem przestrzeni unormowanej X, zas F1 i F» sa takimi
odwzorowaniami z H do rodziny niepustych i zwartych
podzbioréw X, ze:

(i) F1 jest silnie ciagte;

(ii) Fo jest nierozszerzajace (w sensie metryki Hausdorffa);
(i) F = F1 + F» jest hemizwarte;
(iv) F(x) jest wypuktym podzbiorem H dla dowolnego x € H.

Woéwczas istnieje takie x € H, ze x € F(x).
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Dotychczas uzyskane wyniki

Twierdzenie

Niech X bedzie przestrzenia metryczng hiperwypukta, zas €2 jej

niepustym i otwartym podzbiorem. Zatézmy, Ze istnieje taka ciggfa

homotopia H: [0,1] x Q — X, ze:

(i) odwzorowanie H(0,-) ma subaddytywny modut ciggtosci oraz

Jjego zbidr wartosci jest podzbiorem pewnego hiperwypuktego
i zwartego podzbioru V' przestrzeni §;

(ii) zadne z odzworowan H(X,-), gdzie A € [0,1) nie ma punktéw
statych na brzegu zbioru Q;

(iii) kazdy taki podzbior C C Q, ze C = QN P dla pewnej
powtoki hiperwypuktej P zbioru H([0,1] x C) U V jest
relatywnie zwarty.

Wéwczas istnieje takie x € Q, ze x = H(1, x).
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Dotychczas uzyskane wyniki

Twierdzenie (typu Leray—Schaudera)
Niech X bedzie przestrzenia liniowo-metryczna, H C X
hiperwypuktym podzbiorem X, a Q C H podzbiorem otwartym
w H. Niech R: X — H bedzie ciagta retrakcja na H, przy czym
R(0) € Q. Wéwczas kazde odwzorowanie ciagfe i zwarte
F: Q — X ma co najmniej jedng z ponizszych wtasnosci:

(i) F ma punkt staty;

(i) istniejg takie x € O i A € [0,1), ze x = R(AF(x)).
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Dotychczas uzyskane wyniki

Twierdzenie (typu Darbo)

Niech H bedzie ograniczona przestrzenia hiperwypukfa,

a F: H— 2"\ {0} multifunkcja pétciagta z géry o wartosciach
bedacych przekrojami rodzin kul domknietych. Zatézmy ponadto,
ze istnieja: stata q € (0,1) oraz skoriczony zbiér C C H takie, ze
a(F(A)) < qa(A) dla dowolnego A C H, gdzie o jest miara
niezwartosci Kuratowskiego, oraz F(x) N C # () dla dowolnego

x € H.

Woéwczas istnieje takie x € H, ze x € F(x).




Dziekuje.
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